ANALISI MATEMATICA 1

[Appunti per un Ingegnere]

A CURA DI ALESSANDRO PAGHI

Riepilogo su:

- Valore Assoluto, Potenze, Logaritmi;

- Razionalizzazione;

- Grandezze Trigonometriche;

- Limiti Notevoli e Forme Indeterminate;
- Derivate;

- Teoremi su Funzioni e Derivate;

- Sviluppi in Serie di Taylor;

- Integrali;

- Definizioni e Teoremi su Integrali;
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Proprieta Importanti del Valore Assoluto

la * b| = la| * |b]

|q_El
bl |b|
la * b| = |al * |b]|

Diseguaglianza Triangolare: |a + b| < |a| + |b|
Lipschitzianita del v.a.: la — b| = ||a| - |b||
Proprieta Importanti delle Potenze
a™ * gt = gm+n
(@my = am

a™*b™ = (a*b)"

Proprieta Importanti dei Logaritmi
alogab =b
log, (b xc) =log, b +log, ¢

log, b€ = clog, b

b
log, (E) =log, b —log, c

log. b
1 b=
O8a log. a
1 b= !
08a 0 = log, a

Razionalizzazione di una Frazione

Caso Metodo
Q_0Q Ya_0Qva
Radicale Semplice a Denominatore Va Va va a

Q __Q Navm Q¥amm
Yam  Vam Yarm  a

Q __ 0  Va-vb_0QGa-vh)
Somma o Differenza di Radicali Quadratici a Va++b - Vva++vVb Va—-+b - a—0>b
Denominatore Q Q Va++vVb B Q(\/E + \/g)

Va-Vb Va—\b Jatyb  a-b

alessandropaghi.it




Proprieta delle Grandezze Trigonometriche

Limitazioni
[sinx] <1 [cosx| <1
Teorema di Pitagora
sin?x + cos?x =1
Archi Opposti
sin(—x) = —sinx cos(—x) = cosx tan(—x) = —tanx

Archi Complementari

. /A
Sin (E—X) = COoS X

7T .
cos (E - x) =sinx

1
tan (g - x) ~ tanx

Archi Supplementari

sin(m — x) = sinx cos(mr —x) = —cosx tan(r — x) = —tanx
Formule di Duplicazione
. . . 1—2sin?x 2tanx
sin(2x) = 2sinx cos x cos(2x) = cos?x — sin®x = { tan(2x) = —————
(2x) (2%) 2cos?x—1 (2x) 1—tan?x
Formule Parametriche
_ 2t 1—t? . 2t ¢ = ean®
sinx = = anx = cont =tan—
1+¢? OSX =iy 1—t? 2
Formule di Addizione
) + ) + . (x+ T i ) " + tanx + tany
sin(x = sinx cos cos x sin cos(x = COS X COS sin x sin an(x = —
(xty) y+ y ty) y y (x+y) 1T tanxtany
Formule di Prostaferesi
X+ X — X+ X — sin(x +y)
sinx + siny = 2 sin ycos 4 Cosx + cosy = 2 cos ycos 4 tanx +tany = ——————
2 2 COS X COS Y

Formule di Werner

sinxsiny = 2 (cos(x —y) —

cos(x +v))

1
cosxcosy =3 (cos(x +y) + cos(x —y))

1
sinx cosx = > (sin(x + y) + sin(x — y))

Archi Importanti
X coSs X sinx tanx

0~0° 1 0 0
6 2 2 3
T
T 450 V2 V2 1
4 2 2
T 1 V3
= ~60° - — 3
3 2 2 V3
T 90° 0 1 A
2
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Limiti Notevoli

Funzioni Trigonometriche

. sinx . sinax a . 1—cosx o 1—cosx 1
lim =1 lim =— lim———=0 lim ——=—
x-0 X x-0 bx b x—=0 X x—0 x2 2
. tanx _ tanax a _arcsinx . arcsinax a
lim =1 lim =— lim——— =1 lim ——=-—
x-0 X x>0 bx b x—0 X x—0 bx b
. arctanx . arctanax a (arccos x)2 ~ sinh x
im———=1 lim ——— = — lim————= lim =1
x—0 X x—0 bx b -1 1—x x=0 X
. coshx—1 1 . tanhx . x—senx 1  x—arctanx 1
lim————=- lim =1 lim ——=- lim —m——=-
x—0 x2 2 x>0 X x—0 x3 6 x-0 x3 3
Funzioni Esponenziali e Logaritmiche
~ In(1+x) - loga(1+x) 1 oer—-1 a*-1
lim———=1 lim —m—mm=— lim =1 lim =lna
x>0 x x—0 X Ina x-0 X x>0 X
* 1 a\ X a\nx
lim (1 + —) =e lim(1+x)x=e lim (1 + —) =e? lim (1 + —) =M
x—+oo X x—0 xX—+00 X x—+00 X
S (1+x0c-1 S A+x0c-1
lim—m——=1 lim——=c
x—=0 cx x—0 X
Soluzione di Forme Indeterminate
Limiti Notevoli o Confronto tra Infinitesimi
Scomposizione e semplificazione del caso di un rapporto di polinomi
0 Trucchi algebrici per ricondursi all’'uso di un limite notevole (sommare, sottrare, moltiplicare e
0 dividere per la stessa quantita; proprieta di potenze, logaritmi, esponenziali; trigonometria)

Teorema di De I'Hopital
Limiti con Taylor

Limiti Notevoli o Confronto tra Infiniti

Scomposizione e semplificazione del caso di un rapporto di polinomi
Trucchi algebrici per ricondursi all’uso di un limite notevole (...)
Teorema di De I'Hopital

Limiti Notevoli (Limite Notevole Neperiano)
Trucchi algebrici per ricondursi all’uso di un limite notevole {...)
Uso della formula y = e!™¥ e proprieta dei logaritmi

[0+ o]

Trucco algebrico: Scrivere il termine che genera I'infinito come un reciproco. Se € 0 * t_inf mi

, 0 . . , 0
riconduco a —— portandomi alla forma indeterminata H
/t_inf 0

Limiti Notevoli o Confronto tra Infiniti
Scomposizione e semplificazione del cado di un rapporto di polinomi
Trucchi algebrici per ricondursi all’'uso di un limite notevole (...)

Razionalizzazione e scomposizione di polinomi al contrario

Limiti Notevoli o Confronto tra Infiniti

Scomposizione e semplificazione del caso di un rapporto di polinomi
Trucchi algebrici per ricondursi all’'uso di un limite notevole (...)

Limiti Notevoli o Confronto tra Infiniti o Confronto tra Infinitesimi

Scomposizione e semplificazione del caso di un rapporto di polinomi

Trucchi algebrici per ricondursi all’'uso di un limite notevole (...)

Uso della formulay = e'™Y e proprieta dei logaritmi riconducendosi alla forma [0 * oo]
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Derivate

Funzione Derivata Funzione Generica Derivata Generica
y=k y' =0
y=x y'=1
y=x" y =nxx"? y ={f(0}" y' =n{fC)}" « f(x)
1 @
y=vx }"=m y=~f(x) e
T m - S w®
y= Vxm y = nxn—m y =V y = n{FGO—m
y =sinx y' =cosx y = sin f(x) y' = cos f(x) x f'(x)
Y = COSX y' = —sinx y = cos f(x) y' = —sin f(x) * f'(x)
y = sinhx y' = coshx
y = coshx y' = sinhx
1
y =tanx y'= cozzx y = tanf(x) y'= cos?f (x) RAS
1
y = cotx y’__serlzzx y = cot f(x) y'=—m*f’(x)
. ’ 1 . I 1 ’
y = arcsin x y' = — y = arcsin f(x) y'= m*f ()
1 1
Y = arccos x y'=- y = arccos f(x) y' = ———=*f"(%)
N Vv1-{f(0))
1 ; ) 1 .
Yy = arctanx y'= 1.2 y = arctan f(x) y' = w * f(x)
1
y = arccotx y' =-— T -|—1x2 y = arccot f(x) y' = EEIO) * f(x)
1
y = loga x y = y = l0ga () Y = S
1
y=Inx y’=% y=Inf(x) y'=m*f’(x)
y =a* y'=a*lna y =a/® y' =a’®1Ina* f'(x)
y =e* y' =e* y=ef® y' =efOxf(x)
N y = ()«
y=x D =R + 49 o)
f(x)
y = x| y'=sgnx

Algebra delle Derivate

(af)(x) = af'(x)

(ft9)'®) =) +9'(x

(fg)' (x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)

ol

_ g — f(x)g'(x)

(x) =

(9)°

(Feg)(®) =f"(g(x)g'(x)

1
-1y = —_— =

alessandropaghi.it




Importanti Teoremi sulle Funzioni e sulle Derivate
Teorema degli Zeri
Sia f:[a, b] = R continua e sia f(a) * f(b) < 0, allora f ammette almeno uno zeroin [a, b].
Teorema dei Valori Intermedi

Sial € R unintervallo e sia f:1 = R continua in I, allora f assume in [ tutti i valori compresi
tra sup;f e inff.

Continuita della Funzione Inversa

SiaX c¢ R, sia f:X — R continua e invertibile in X e sia f ~1: f(X) - R I'inversadi f in X. Se X & un
intervallo o un insieme compatto allora f =1 & continua nel suo dominio f(X) .

Teorema di Weierstrass per Intervalli Chiusi e Limitati

Sia f:[a, b] — R continuain [a, b], allora esistono M = maxq ) f € m = minjg p)f
ed inoltre f([a, b]) = [m, M] .

Derivabilita e Continuita
Siano [ unintervallo, xo € [ e f:1 - R . Se f e derivabile in x, allora f e continua in x; .
Teorema di Fermat

Siano f:(a,b) - Rex, € (a,b) . Se f e derivabile in x, e se f ha un estremo locale in x; , allora
f'(xg) = 0. xq si chiama Punto Stazionario.

Teorema di Lagrange o del Valor Medio

f)-f(a)

Sia f:[a, b] = R continuain [a, b] e derivabile in (a, b) , allora3 c € (a,b): f'(c) = —
Teorema di Rolle
Sia f:[a, b] = R continuain [a, b], derivabile in (a, b) tale che f(a) = f(b),allorad c € (a,b): f'(c) = 0.

Teorema di Cauchy

Siano f, g: [a, b] = R continue in [a, b] e derivabili in (a, b),
allorad c € (a,b): (f(b) — f(a))g'(c) = (g(b) — g(@))f'(c) .

Segni delle Derivate
Sia f:[a, b] = R derivabile due volte in (a, b) , allora:

- f'(x) 20Vx € (a,b) & f écrescentein (a,b);

- f'(x) <0Vx € (a,b) < f édecrescentein (a,b) ;
f"(x) >20Vx € (a,b) & f éconvessain (a,b) ;

- f"(x)<0Vxe€ (ab) o feéconcavain (a,b);
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Sviluppi di Taylor-Mc Laurin di funzioni elementari

I:l+x:la: :1+ﬁx+&'{ﬂ2—1] ;rcz_|_'::1I|:'51I_1‘;|:'ﬂl_2:I X3+...+(&]xn +-::'(xn) (&J: ala-l. (a—n+l)
M

b nl

’

‘ -

=1-x+x° —X3+...+(—1}nxn+a(xn)

—

tx
—l—:1+x+x2+x3+m+x”+a[fj
1-x

1

=1- 4 = T o7
1+=x

2

/2

[1+x:l:1+—x——x2+ix3+ +[’IIr an+a(xn)
16 7
13

e IRTCEE T IRV (0 I
81 b

a1+ x 3 81 »
7.3 4 .
ex:1+x+—+x—+x_+m+_+ﬂ(xﬂ)
21 31 41 #
2 3 4
.1'=1_ x__?f_ - + _1 nx—+ n
) 2 31 41 = ‘:"(x )
2 4
10g(1+x):x——+£_x_+ +[_1)”‘1£+0(xn)
3 n
5000 2n+
sinx:x——+x——x—+...+[—1:|n al +c:~(x2”+2)
350 7 (2n +T)
infar) +”ﬂ+:}“+ 74 30 04 o) || <1
aresinle ) = e N S a1 T ol yor || <
6 40 122 1152 1
2 .4 6 o 1
cosx=l-—+———+ +(-1) +.p(7,2”+:|
2141 6l (23]
= a3 . 5 ; 35
arccos(r) = % — = E — m;r"’ i 1:;2;#'J o lll_:z;r'fJ + rJ[:n"fJ:| per |;r'|=:'.fl
1:5111x::r+lx3 +£;J;5 +.5|(x6)
3 15
3 7 2nH
arctanx:x—x_+£_x_+___+[_1)”x +-::'(x2”+2)
5 7 2a+1
3 T 2nH
sinhx=;{+x—+£+x_+___+ “ +-::'(x2”+2:|
3150 7l (Zn+1)!
2 4 8 2n
coshx=1+-— 42 42 4 4+ % +-::'(x2”+1)
2l 41 8l (2a)]
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Integrali

Integrali Notevoli

Integrali Notevoli in Forma Generale

ff’(x)dx =f(x)+c

[ r/(900) + g'@ax = r(g) + ¢

fadx=ax+c

e
fxndx= +cconn + -1
n+1

[f C0]™!
+1

Jtreor « reodx =

+cconn#+ —1

1
f—dx =In|x| +¢
X

1)
f&)

dx = In(If (0)]) + ¢

fexdx=6x+c

jef(") « f'(x)dx = ef® + ¢

kx
fekxdx = 4
k

ax
faxdx =—+4c
Ina

@
Jaf(x) * f'(x)dx =
Ina

+c

fsinxdxz —cosx+c¢

fsin(f(x)) * f'(x)dx = —cos(f(x)) + ¢

jcosxdx:sinx+c

fcos(f(x)) * f'(x)dx = sin(f(x)) + ¢

fsinhxdx =coshx + ¢

f sinh(f(x)) * f'(x)dx = cosh(f(x)) +c

fcoshxdx =sinhx + ¢

f cosh(f(x)) * f'(x)dx = sinh(f(x)) + ¢

1
f(l + tan? x)dx :fcoszxdx =tanx +c

1 , _
fm * f'(x)dx = tan(f(x)) + ¢

1
f(l + cot? x)dx = Jsinzxdx = —cotx +c¢

;d = t
fsinz(f(x)) x=—cot(f(x))+c

1
f dx = arctanx + ¢
1+ x2

1
fm * f'(x)dx = arctan(f(x)) +c

1 1
f dx = arcsinx + ¢ f—*f’(x)dxzarcsin(f(x))+c
V1—x2 V1-=[f)]?
f—\/lizdx:arccosx+c f—m*f’(x)dx=arccos(f(x))+c
1— —[f(x
1 * _1 1+4+x
fl_xzdx—zln|1_x +c
J.\/%dx=ln(x+ 1+x2)+c
x

fvzl_ldx=ln|x+\/x2—1|+c
2 —

flnxdxzx*lnx—x+c

J1ogaxdx=x*logax—x*logae+c

fsenzxdx = E(x—sinxcosx) +c

1
fcoszxdx=§(x+sinxcosx)+c

1 X
fsinxdx = ln|tan§| +c
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fcolsxdx:ln|tan(;+%)| +c

Jtanx dx = —In(Jcosx|) + ¢

fcotx dx = In(|sinx|) + ¢

X
———dx =tan=-+c
f1+cosx 2

[ S———
1—cosx X = COZ ¢

farcsinxdx =x*arcsinx ++1—x2%2+c

Jarccosxdx=x*arccosx— 1-—x2+c

1
arctanx dx = x * arctan x — Eln(l +xH)+c

1
f arccotx dx = x * arccotx + Eln(l +x%)+c

Proprieta degli Integrali

b b b

f (af (x) + bg(x))dx = af f(x)dx + bf g(x)dx

a b a b a
Sef<ginlab] - f f(x)dx < f g(x)dx

b c b
sec € [a,b] - f f(x)dx=f f(x)dx+f f(x)dx

b b
[ reoax| < [reotas
Integrazione per Parti: f f'(x)gx)dx = f(x)g(x) — ff(x)g’(x)dx
b h=1(b)
Integrazione per Sostituzione: f f(s)ds = f f(h(t))h’(t)dt cons = h(t)eds = h'(t)dt
a h=1(a)
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Definizioni e Teoremi Importanti sugli Integrali

Integrale di Riemann

Sia f:[a, b] = R una funzione limitata e D = {x, ..., x,) una suddivisione di [a, b].

Somma Inferiore di f relativa alla suddivisione D la quantita s(D, f) = Xi_; infix,  xpf * (i — Xi—1).
Somma Superiore di f relativa alla suddivisione D la quantita S(D, f) = XLy supx,_, xpf * (xi — Xi—1).
f sidice Integrabile Secondo Riemann nell’intervallo limitato [a, b] se risulta supps(D, f) = infpS(D, f);
tale valore & detto Integrale di Riemann di f in [a, b] e si indica con f;f(x)dx .

Teorema della Media

Siano feR(a,b) ,m = infigp)f € M = supqpf. Alloram < ﬁf;f(x)dx < M e tale quantita si

definisce Media Integrale.
Funzione Integrale in un Punto

Sia feR(a, b) integrabile in [a, b] e sia ¢ € [a, b]. La funzione F_: [a, b] —» R, definita come
F.(x) = fcxf(s)ds Vx € [a, b] si chiama Funzione Integrale di f relativa al punto c.

Teorema Fondamentale del Calcolo Integrale

Sia feR(a,b) ed feC[a, b], allora la funzione integrale F.(x) = fcxf(s)ds e derivabilein [a, b] e
F/(x) = f(x)Vx € [a,b] .

Primitiva

Sial € R unintervalloesia f:1 = R . Una funzione F: I — R si dice Primitiva di f in I se F & derivabile in I
ese: F'(x) = f(x)Vx € I.

Costante delle Funzioni Primitive

Siano F e G due funzioni primitive di f: I = R, allora3c: G(x) = F(x) + cVx € I.
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